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÷ñéää úøåú :á"é ÷øô

åðà íééðéáä úáéèçá äéøèîåàéâ ãåîìì åðìçúäù æàîå ,äçëåää àåä úåéèîúî úåðòè úåîéàì éìëä
ñøå÷á ,ãçåéîá .íé÷ñåò åðà íäá ä÷éèîúîä ìù íéðåùä íéîåçúá åúåà íéìéòôîå ,äæ éìëá íéùîúùî
åðøãúñä úàæ úåøîì ìáà ,äçëåä éäî ÷ééåãîá åðøãâä àì .ä÷éâåìä ìò íéáø íéèôùî åðçëåä ä÷éâåìä
íééúñä äæ çåëéå äðåëð àéä úîééåñî äçëåä íà úéîò íò çåëéå åðì äéä íà íâå ,äæ âùåî íò òø àì
úéèîúîä äôùä ìù ø÷çä àéä ä÷éâåìäù ïååéëî íìåà .åäòø úà òðëù íéçëååúîä ïî ãçà øùàë ãéîú
.äæ éìë ìù úåìáâîäå úåìåëéä úà øå÷çìå ,íéñçéä áéùçúá äçëåää âùåî ìù ú÷ééåãî äøãâä úúì åðéìò
ä÷éèîúîá íé÷ñåò åðà øùàë íéøáãî åðà äá äôùäå úéìàãéà úéèîúî äôù àéä íéñçéä áéùçú úôù
äçëåää úâòå éðëî ãåàî âùåî àåä ïàë àéáðù äçëåää âùåî íâ ,äîåãá .äìù úøøçåùî ãåàî äâò àéä
ïéáì äùòîì íéçéëåî åðàù úåçëåää ïéá íéìãáää úàæ íò .áø ÷çøî åðîî ä÷åçø íéùîúùî åðìåë äá
úà úîàá íéðùî íðéàù úåàèáúäå úåçåð ìù íéìãáä ÷ø íä íéñçéä áéùçú ìù úåéìîøåôä úåçëåää

.äçëåää éìë ìù åéúåìáâîå åçåë
÷åñòð ïëìå äæ ñøå÷á êëá ïéðò åðì ïéà ìáà ,äééðî úåðá ïðéàù úåôùá äçëåä ìù âùåî ìò øáãì íâ øùôà

.äééðî úá åà úéôåñ àéä ïäìù íéòåá÷ä úöåá÷ù úåôùá øîåìë ,äééðî úåðá úåôùá ÷ø äæ ÷øôá
ìù L äôù ìù äøùòääøùòääøùòä øåöé÷áå ,äèåùô äøùòääèåùô äøùòääèåùô äøùòä úàø÷ð íéñçéä áéùçú ìù L′ äôù .à .äøãâä 12.1äøãâä 12.1äøãâä 12.1
íéòåá÷ 0 ìù úôñåú ììåë) íééùéà íéòåá÷ ìù úôñåúá L éòåá÷ íä L′ éòåá÷ íà íéñçéä áéùçú

.(íééùéà
A′ íìåòä ,L ìù äøùòä àéä åìù L′ äôùä íà A ìù äøùòääøùòääøùòä àø÷ð A′ äðáî ,L åúôùù A äðáîì .á
÷åéãá àéä A′ ,úåøçà íéìéîá .A′(C) = A(C) íéé÷ L ìù C òåá÷ ìëìå ,A ìù A íìåòì äååù äìù
,8.28 éôì ,éë øéëæð .A ìù äôùä éòåá÷ ìò íéôñåð íéòåá÷ ìù øùôä úà íâ äìéëî àéäù ÷ø ,A åîë
äöåá÷ åà òåá÷ àéä W íà .A-á íééúéîàä L é÷åñô ÷åéãá íä A ìù äøùòäá íééúéîàä L é÷åñô
A ìù L äôùä àéä A′ ìù L′ äôùä íà W -ì A ìù äøùòä àéä A′-ù íéøîåà åðà íéòåá÷ ìù

.W ìù íéòåá÷ä úôñåúá
,A úôù ìù äèåùô äøùòä àéä åúôù íà A ìù äèåùô äøùòääèåùô äøùòääèåùô äøùòä àø÷ð A ìù äøùòä àåäù A′ äðáî

.íééùéà íéòåá÷ ìù éäùìë äöåá÷ì A ìù äøùòä àåä øîåìë
íéâùåîä .äæ âùåî íò íéøåù÷ä íééñéñáä íéâùåîä úàå äçëåää âùåî úà øéãâð äàáä äøãâäá
,íééèðîñä íéâùåîä úøãâäá ùôåç úåâøã åðì åéä àìå íéúîëäå íéøù÷ä ìù ùåøôä é"ò åòá÷ð íééèðîñä
úòéá÷á úàæ úîåòì .íéðåîéñá ÷ø íä íéìãáääù àöîð íéðåù íéøôñá íéøãâåî íä ãöéë äàøð íàå
äðåîúä ìåãâá íà íâ ,äçëåä ìù íéðåù íéâùåî íéàåø åðà íéðåù íéøôñáå áø ùôåç åðì ùé äçëåää âùåî
ïàë úåçëåäáù ïäå ,ïäéðéá øù÷ ùéù ,åðìù úåøéçá éúù é"ò ïééôåàî äçëåää âùåî .äðåîúä äúåà àéä
ïàë úåçëåääå ,íé÷åñô ïðéàù úåàçñåðá íâ íéùîúùî íéøçà äçëåä éâùåîù ãåòá ,íé÷åñô ÷ø åòéôåé
íééùéà íéòåá÷ äìéëîä úåôùá àìà ,íéçéëåî åðà íúåà íé÷åñôä íéàöîð äá L äôùá àì úåùòð

.L′-á ììë êøãá ïðîñðù ,íéôñåð
é"ò úìá÷úîä äìù äøùòäá àìà åìù äôùá à÷ååã åàì úéùòð ÷åñô ìù äçëåää òåãî äúò øéáñð
.ïî÷ìãë íéìòåô åðà x øôñî ìëì èôùî çéëåäì íéöåø åðà øùàë ,úåáø íéîòô .íééùéà íéòåá÷ úôñåä
íéçéëåîå òåá÷ øôñî ìòë x ìò äçëåää êìäîá íéøáãî åðçðà úòë ."åäùìë øôñî x éäé"á íéìéçúî åðà
äî ." x ìëì ïåëð åðçëåäù äî ïëì åäùìë éùîî øôñî àåä x-ù ïååéëî" íéøîåà åðà óåñáìå ,x ìò åäùî
êëî ÷éñð c ìò äçðä ìë àìì çëåä äæ íà æàå ,c éùéà òåá÷ì åäùî äìéçú çéëåðù àåä ïàë äùòð åðàù

.x ìëì íéé÷ øáãäù
íé÷åñôä úöåá÷ ìò òéøë éîå÷î-n+1 ñçé àåä éîå÷îéîå÷îéîå÷î-n (deduction rule) ÷ñéä ììë÷ñéä ììë÷ñéä ììë .à .äøãâä 12.2.äøãâä 12.2.äøãâä 12.2

.L′ ìù
úåçðääúåçðääúåçðää íùá φ1, . . . , φn -ì íéàøå÷ åðà æà r(φ1, . . . , φn, ψ) íéé÷å éîå÷î-n ÷ñéä ììë àåä r íà
äøåöá ÷ñéä ììë áåúëì ìáå÷î .ììëä ìù (consequent) äð÷ñîääð÷ñîääð÷ñîä íùá ψ-ìå ììëä ìù (antecedents)
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.øúåé åúåà äøéäáîä äàáä
φ1, . . . , φn

ψ

.êëì äîâåã ãééî äàøðå
÷éñäì íéàùø åðà äçëåää êìäîá æà r(φ1, . . . , φn, ψ) íéé÷ íàù àåä åðì øîåà r ÷ñéä ììëù äî

.äçëåää ìù íéîãå÷ íéáìùá åòéôåäù φ1, . . . , φn íé÷åñôä ïî ψ ÷åñôä úà
,rule of detachment) ÷åúéðä ììë÷åúéðä ììë÷åúéðä ììë éîå÷î-åãä ÷ñéää ììë àåä ãåàî éùåîéù ÷ñéä ììë

øáë íàù åðì øîåà äæ ììë .φ2 = φ1 → ψ øùàë íéé÷ä r(φ1, φ2, ψ) ñçéä àåäù (modus ponens
:êë áåúëì íâ ìáå÷î äæä ììëä úà .ψ úà íäî ÷éñäì íéàùø åðà φ1 → ψ-å φ1 åðì íéòåãé

φ , φ → ψ

ψ

äøùòäá íéàöîðä úéâåì íééúéîà íé÷åñô ìù äòéøë äöåá÷î úáëøåî L äôùì D ÷ñéä úëøòî÷ñéä úëøòî÷ñéä úëøòî .â
øùàë ,íéúåàð ÷ñéä éììë ìù éôåñ øôñîîå ,D ìù úåéâåìä úåîåéñ÷àäìù úåéâåìä úåîåéñ÷àäìù úåéâåìä úåîåéñ÷àä íéàø÷ðäå ,L ìù L′ äèåùô

.12.6-á øãâåî ÷ñéä ììë ìù úåúåàðä âùåî
,D ìù úéâåì äîåéñ÷à àåä ÷åñô ìë äá L ìù L′ äèåùô äøùòäá íé÷åñô úøãéñ úàæ D-á äçëåääçëåääçëåä .ã

.D ìù ÷ñéää éììëî ãçà é"ò äøãéñá íéîãå÷ íé÷åñôî ìá÷úî àåäù åà
çéëé ÷åñôçéëé ÷åñôçéëé ÷åñô àø÷ð L′-á ÷åñô .äá ïåøçàä ÷åñôä àåä φ-ù D-á äçëåä úàæ D-á φ ìù äçëåääçëåääçëåä .ä
φ-ù ïééöì éãë `D φ íéáúåë åðà .D-á äçëåä åì ùé íà D ìù (theorem) èôùîèôùîèôùî åà D-á (provable)

.D-á çéëé ÷åñô
úéâåì äîåéñ÷à àåä ÷åñô ìë äá L′-á íé÷åñô úøãéñ úàæ L′-á Γ íé÷åñô úöåá÷îíé÷åñô úöåá÷îíé÷åñô úöåá÷î D-á äçëåääçëåääçëåä .å
.D ìù ÷ñéää éììëî ãçà é"ò äøãéñá íéîãå÷ íé÷åñôî ìá÷úî àåäù åà ,Γ ìù øáéà åà ,D ìù
Γ-î äçëåä úàæ D-á Γ-î φ ìù äçëåäìù äçëåäìù äçëåä .Γ íé÷åñôä úöåá÷á úåéåìúä ÷ñéää éììë ìò úåìáâä äðëúú
äçëåä åì ùéù ÷åñô äæ D-á Γ ìù èôùîìù èôùîìù èôùî åà ,D-á Γ-î çéëé ÷åñôî çéëé ÷åñôî çéëé ÷åñô .äá ïåøçàä ÷åñôä àåä φ-ù D-á

.Γ`D φ -á D-á Γ-î çéëé φ-ù íéðîñî åðàå ,D-á Γ-î
÷åñô àåä D-á çéëé ÷åñôå ∅ ä÷éøä äöåá÷ä ïî äçëåä àéä 'ä-á äøãâåäù éôë D-á äçëåä éë øåøá

.D-á ∅-î çéëé
.äòéøë àéä äòéøë Γ íé÷åñô úöåá÷î úåçëåää úöåá÷ ,÷ñéä úëøòîá .äçëåää âùåî úåòéøë 12.3äçëåää âùåî úåòéøë 12.3äçëåää âùåî úåòéøë 12.3

ψ úà ÷øôì ùé äìéçú .úàæë äçëåä àéä ψ úæåøçî íà ä÷éãáì íúéøåâìàä úà äúò øàúð .äçëåääçëåääçëåä
,L äôùá ÷åñô àåä ψi íà íé÷ãåá äìéçú .ãøôðá ψi éåèéá ìëá ìôèì æàå ,ψ1, . . . , ψn íééåèéá úøãñì
íéùøãðä íéàðúä ãçà øçà àìîî ψi íà ä÷éãáä úéùòð úòë .úàæ äùåòä íúéøåâìà ùéù åðéàø åðîæáå
÷ãåáä íúéøåâìàä úà ψi ìò ìéòôäì øùôà äòéøë äöåá÷ àéä Γ-ù ïååéëî .Γ-î äçëåä ìù íéáéëøä ïî
úà ψi ìò ìéòôäì øùôà äòéøë àéä D ìù úåéâåìä úåîåééñ÷àä úöåá÷ù ïååéëî ,Γ-á àöîð àåä íà
íéñçé íìåëå ÷ñéä ììë ìù éôåñ øôñî D-á ùéù ïååéëî .úéâåì äîåéñ÷à àåä íà ÷ãåáä íúéøåâìàä
ä÷éãáä íúéøåâìà úà ìéòôäì ,j1, . . . , jk < i äé-k ìëìå R éîå÷î-k ÷ñéä ììë ìëì ,øùôà ïëì ,íéòéøë
úðúåð åììä íéîúéøåâìàä úåìòôäî úçà 1 ≤ i ≤ n ìëì íà .ψj1 , . . . , ψjk

, ψi äé-k + 1-ä ìò R ñçéì
.äçëåä äðéà àéä úøçàå ,äçëåä àéä ψ æà úéáåéç äáåùú

øùàë ãçåéîáå ,äòéøë íé÷åñô úöåá÷ àéä Γ íà .íéçéëéä íé÷åñôä úöåá÷ ìù úéáåéçä úåòéøëä 12.4íéçéëéä íé÷åñôä úöåá÷ ìù úéáåéçä úåòéøëä 12.4íéçéëéä íé÷åñôä úöåá÷ ìù úéáåéçä úåòéøëä 12.4
.úéáåéç äòéøë àéä Γ-î D-á íéçéëéä íé÷åñôä úöåá÷ æà ,ä÷éøä äöåá÷ä àéä Γ

òéøë àåä R ñçéä .Γ-î φ ìù äçëåä àéä ψ íà R(φ, ψ) -ù êë ñçéä R éäé Γ äöåá÷ä ïúðäá .äçëåääçëåääçëåä
íúéøåâìàä úéáåéç äáåùú ìù äø÷îáå ,D-á G-î äçëåä àéä ψ íà ÷ãåáä íúéøåâìà ùé 12.3 éôì éë
,∃ψR(φ, ψ) ííà D-á Γ-î çéëé àåä φ ÷åñô ,úòë .φ àåä ψ ìù ïåøçàä áéëøä íà óñåðá ÷ãåá R-ì

.úéáåéç äòéøë àéä D-á Γ-î íéçéëéä íé÷åñôä úöåá÷ ïëìå
D-å L′-á íé÷åñô ìù äöåá÷ Γ ,íé÷åñô ìù äðåëú ú éäú .èôùî úçëåä ìò äéö÷åãðéàá äçëåä 12.5èôùî úçëåä ìò äéö÷åãðéàá äçëåä 12.5èôùî úçëåä ìò äéö÷åãðéàá äçëåä 12.5
ìù äìòôä ìëì íàå ,ú äðåëúä ìòá àåä Γ ìù øáéà ìëå D ìù úéâåì äîåéñ÷à ìë íà .÷ñéä úëøòî
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úìòá àéä äìòôäá äð÷ñîä íâ æà ú äðåëúä úåìòá ïä äìòôäá úåçðää ìë íà D ìù r ÷ñéä ììë
.ú äðåëúä ìòá àåä D-á Γ ìù èôùî ìë æà ,ú äðåëúä

úéàøð êéà .ä÷éèîúîá äçëåää âùåî ìù éìîøåô øåàú úúì éãë àá ÷ñéä úëøòîá äçëåää âùåî
äøåú ìù úåîåéñ÷àä úöåá÷ ììë êøãá ,äì íéàøå÷ åðàù ,Γ íé÷åñô úöåá÷î ä÷éèîúîá äçëåä
,íéçéëåîå úàæ íé÷åñô úöåá÷î íéàöåé åðçðà .(ïàë úåøëæðä úåéâåìä úåîåéñ÷àä ïðéà åìéà) ?úîééåñî
éáìùî ãçà ìëá .çéëåäì íéöåø åðà åúåà èôùîì íéòéâî åðàù ãò úåîééåñî úåðòè ,ãòö øçà ãòö
øîùðù äî .äùãç äðòèì ,úåðåëð ïäù íéòãåé øáë åðà ïëìå ,åðçëåä øáëù úåðòèî íéøáåò åðà äçëåää
íéìéîáå ,úåéúéîà Γ-á úåîåéñ÷àäù äçðäá ,úåéúéîà ïä åìà úåðòèù äãáåòä àåä äçëåää ìë êøåàì
äéäðù éãë ùåøãì åðéìòù úåùéøãä .ïúåà úøøåâ Γ-ù øîåìë ,Γ-î úåòáåð åììä úåðòèä ìëù úåøçà

.íéàáä èôùîáå äøãâäá úåðåãéð Γ-î úåòáåð íðîà ïä äçëåäá úåòéôåîä úåðòèä ìëù íéçåèá
íéé÷ íà Γ íé÷åñôä úöåá÷ì úåàðúåàðúåàð àø÷ð D ìù r ÷ñéä ììë .äøãâä 12.6äøãâä 12.6äøãâä 12.6

,r é"ò φ1, . . . , φn íé÷åñôä ïî ìá÷úî ψ ÷åñôä íà
Γ |= ψ íâ æà ,1 ≤ i ≤ n ìëì Γ |= φi íàå

(1)

Γ .L äôùá çøëäá íðéà L′ äôùá íéàöîðä φ1, . . . , φn, ψ íé÷åñôäù êëì áì íéùì ùé .äøòääøòääøòä
,φ1, . . . , φn, ψ íé÷åñôä úà äìéëîä L ìù äøùòä àéäù L′ ìù íâ ïëìå ,L ìù íé÷åñô úöåá÷ àéä

.úåòîùî úåìòá ïä Γ |= ψ -å Γ |= φi úåðòèä ïëìå
íä D ìù ÷ñéää éììë íà .L′-á íé÷åñô úöåá÷ Γ-å L-ì ÷ñéä úëøòî D éäú .úåúåàðä èôùî 12.7úåúåàðä èôùî 12.7úåúåàðä èôùî 12.7

.Γ |= φ æà Γ`D φ íà ,L′-á φ ÷åñô ìëì æà Γ-ì íéúåàð
úéâåì äîåéñ÷à φ íà .Γ |= φ éë øåøá æà φ ∈ Γ íà .D-á Γ-î φ ìù äçëåää ìò äéö÷åãðéàá .äçëåääçëåääçëåä
ψ-å D ìù r ÷ñéä ììë ìù úåçðä φ1, . . . , φn åéäé .Γ |= φ íéé÷ éàãååáå úéâåì éúéîà φ æà D ìù
çëåä êëá .Γ |= ψ íâ íéé÷ (1) éôìå ,Γ |= φ1, . . . , φn éë ,äéö÷åãðéàä úçðäë ,íéçéðî éðà .r ìù äð÷ñî

.èôùîä
äðåëúá ùîúùäì ìëåð íéø÷î äáøäá .Γ íé÷åñô úöåá÷ì ÷ñéä ììë ìù úåúåàðä úà åðøãâä 12.6-á
äøéøâä úðåëúäøéøâä úðåëúäøéøâä úðåëú àéä úàæë .úîééåñî Γ íé÷åñô úöåá÷ì úñçééúî äðéàù ÷ñéää ììë ìù äèåùô øúåé
æà r(φ1, . . . , φn, ψ) íéé÷ íàù øîåìë ,÷ñéää ììë úð÷ñî úà åøøâé ÷ñéää ììë úåçðäù àéäå

ãéîú íéé÷ éë ÷åúéðä ììë àåä äøéøâä úùéøã úà íéé÷îä ÷ñéä ììë ,äîâåãì .φ1, . . . , φn |= ψ

éôë ,Γ íé÷åñô úöåá÷ ìëì úåàð àåä æà äøéøâä éàðú úà íéé÷î r ÷ñéä ììë íà .φ, φ → ψ |= ψ

äøéøâä éàðú úà íééé÷î r-ù ïååéëî ,æà Γ |= φ1, . . . , φn íéé÷å r(φ1, . . . , φn, ψ) íà .äúò äàøðù
.Γ |= ψ íâ íéé÷ úéáéèéæðøè äøéøâäù ïååéëî .φ1, . . . , φn |= ψ íéé÷

èôùîá ùøãðë íä úàæ ìëáå äøéøâä éàðú úà íéîéé÷î íðéàù ÷ñéä éììë íâ íðùé éë äúò äàøð
åðéàù éùéà òåá÷ c-å L ìù éîå÷î-ãç ñçé òåá÷ R-ù ïëéä , R(c)

∀xR(x) ÷ñéää ììëá ïðåáúð .úåúåàðä
ìù äùéøãä úà íéé÷î àåä äøéøâä úùéøã úà íéé÷î åðéà àåäù úåøîìù çéëåðå ,Γ é÷åñôá òéôåî
A äðáîá éë ,∀xR(x) åúð÷ñî úà úøøåâ äðéà R(c) ììëä úçðäù øåøá ãçà ãöî .úåúåàðä èôùî
∀xR(x) ÷åñôä ãåòá éúéîà R(c) ÷åñôä RA(a) = F -ù êë a øáéà åá íéé÷ íâå RA(cA) = T åá
éë çéëåäì åðéìòå Γ |= R(c) éë ,ïë íà ,åðì ïåúð .úåàð àåä äæ ììë éë äúò äàøð éðù ãöî .éúéîà åðéà
ìò åäùìë òãéî Γ é÷åñôì ùéù éìáî Γ |= R(c) íàù àåä äçëåää ìù éñéñáä ïåéòøä .Γ |= ∀xR(x)
éìîøåôä òåöéáä .Γ |= ∀xR(x) ïëìå äðáîä ìù øáéà ìëì éúéîà R Γ ìù íéìãåîá æà c òåá÷ä ìù êøòä
ìëì .A |= ∀xR(x) íéé÷ Γ ìù äôùá Γ ìù A ìãåî ìëì éë úåàøäì åðì éã .ïî÷ìãë àåä äæ ïåéòø ìù
íâ íä A-á íééúéîà Γ é÷åñôù ïååéëî .cAa = a é"ò äðåúðä c-ì A ìù äøùòää Aa éäú a ∈ A

.Aa |= R(c) íéé÷ Γ |= R(c) -ù ïååéëîå ,(8.31 éôì) Aa-á íééúéîà
T = RAa(cAa) íéé÷ úîàä úøãâä éôì
= RA(a) ïëì cAa = a -å RAa = RA -ù ïååéëîå

.A |= ∀xR(x) ïëìå RA(a) = T a ∈ A ìëì éë åðéàø A ìù åäùìë øáéà àåä a-ù ïååéëî
äçñåðì úéâåìåèåàè äìå÷ù φ1 → (φ2 → (. . . → (φn → ψ) . . .) äçñåðä éë çëåä .ìéâøú 12.8ìéâøú 12.8ìéâøú 12.8
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.
∧n

i=1 φi → ψ

φ1 → (φ2 → . . . → (φn → ψ) . . .) æà ψ úà úéâåìåèåàè íéøøåâ φ1, . . . , φn íé÷åñôä íà .äîì 12.9äîì 12.9äîì 12.9
.äéâåìåèåàè àåä

,úéâåìåèåàèä äøéøâä úøãâä éôì ,æà ψ úà úéâåìåèåàè íéøøåâ φ1, . . . , φn íé÷åñôä íà .äçëåääçëåääçëåä
íéñçéä áéùçú ìù χ1, . . . , χm íé÷åñôå íé÷åñôä áéùçú ìù φ′1, . . . , φ

′
n, ψ′ íé÷åñô íéîéé÷

,sub(φ′i, ~P , ~χ) = φi 1 ≤ i ≤ n ìëì ,íé÷åñôä áéùçúá ψ′ úà íéøøåâ φ′1, . . . , φ
′
n -ù êë

÷åñôä ïëå äéâåìåèåàè àéä φ′1 ∧ . . . ∧ φ′n → ψ′ øôñá 'â3.57 éôì .sub(ψ′, ~P , ~χ) = ψ -å
úðúåð äæ ÷åñôá ~P øåáò ~χ úáöä ,äáöää úøãâä éôì .åì ìå÷ùä ,φ′1 → (φ′2 → . . . → (φ′n → ψ′) . . .)

.íéñçéä áéùçú ìù äéâåìåèåàè ,ïëì ,àåäù ,φ1 → (φ2 → . . . → (φn → ψ) . . .) ÷åñôä úà
äçëåä àéä úçà íé÷åñô úøãñì ïôåøö íâ æà Γ-î äçëåä àéä ~χ1, . . . , ~χk -î úçà ìë íà .äîì 12.10äîì 12.10äîì 12.10

.Γ-î
íé÷åñôä íà .äá äçéëé äéâåìåèåàè ìëùå ,÷åúéðä ììë úà äìéëîä ÷ñéä úëøòî D éäú .èôùî 12.11èôùî 12.11èôùî 12.11

.Γ`D ψ æà Γ`D φ1, . . . , φn -å ψ úà úéâåìåèåàè íéøøåâ φ1, . . . , φn

÷åñôä ,12.9 éôì ,ïëì ψ úà úéâåìåèåàè íéøøåâ φ1, . . . , φn íé÷åñôä ïåúðä éôìù ïååéëî .äçëåääçëåääçëåä
àåä ,D ìò åðúçðä éôì ,ïëìå ,íéñçéä áéùçú ìù äéâåìåèåàè àåä φ1 → (φ2 → . . . → (φn → ψ) . . .)

ìù äçëåää úàå φn ãò φ1 ìù Γ-î úåçëåää úà úçà äøãñì óøöð .D-á çéëé
,äìéëî úàæ äøãñ .12.10 éôì Γ-î äçëåä àéä úàæ äøãñ .φ1 → (φ2 → . . . → (φn → ψ) . . .)
íéìá÷úîä íé÷åñôä n úà äøãñä óåñì úòë óéñåð .íîöò φ1, . . . , φn íé÷åñôä úà íâ ,ïáåîë
,ψ1, . . . , ψn íé÷åñôä ïî ãçà ìë íò ÷åúéðä ììë úìòôä é"ò ψ1 → (ψ2 → (. . . → (ψn → φ) . . .) -î
,. . . ,ψ3 → (. . . → (ψn → φ) . . .) ,ψ2 → (ψ3 → (. . . → (ψn → φ) . . .) íé÷åñôä úà øîåìë
àåä éë Γ-î ∆-á äçëåä é÷åñôî äùéøãä øçà àìîî åðôñåäù íé÷åñôä ïî ãçà ìë .φ , ψn → φ

φ ìù äçëåä àéä åðìá÷ù íé÷åñôä úøãñ ïëì .÷åúéðä ììë é"ò äøãñá íéîãå÷ íé÷åñô éðùî ìá÷úî
.D-á Γ-î

úà äðîî çéëåäìå Γ íé÷åñô úöåá÷î úàöì àéä ÷ñéä úëøòîá ùåîéùá åðìù äøèîä .äøãâä 12.12äøãâä 12.12äøãâä 12.12
åðçëåäù äø÷é àìù øîåìë ,åðúåà ìéùëú àì D-ù àåä øúåéá áåùçä øáãä .úøøåâ Γ-ù íé÷åñôä ìë
èôùî ìù ïëåúä åäæå ,( Γ |= φ íà Γ-î òáåð φ éë íéøîåà åðà) Γ-î òáåð àì ììëá ÷åñôäå Γ-î ÷åñô
øéãâð ïëì .D-á Γ-î çéëé äéäé Γ-î òáåðä ÷åñô ìëù íéôöî åðàå ÷éôñî åðéà ãáì äæ íìåà ,úåúåàðä

.Γ`D φ æà Γ |= φ íà ,φ ÷åñô ìëìå Γ íé÷åñô úöåá÷ ìëì íà äîìù ÷ñéä úëøòîäîìù ÷ñéä úëøòîäîìù ÷ñéä úëøòî àéä D-ù
âùåî .D-á çéëé úéâåì éúéîà ÷åñô ìë íà ùìçä ïáåîá äîìù úàø÷ð D ÷ñéä úëøòî .äøãâä 12.13äøãâä 12.13äøãâä 12.13
àéä Γ åá äø÷îì äùéøãä úà íéìéáâî åðà 12.12-á ÷ñéä úëøòî ìù úåîìùä úøãâäá øùàë ìá÷úî äæ

.ãáìá ä÷éøä äöåá÷ä
úà äæ úéãééî íéøøåâ íéàáä 'á-å 'à íéàðúä ÷åúéðä ììë úà äìéëîä D ÷ñéä úëøòîì .èôùî 12.14èôùî 12.14èôùî 12.14

.äæ
.äîìù ÷ñéä úëøòî àéä D .à

.ùìçä ïáåîá äîìù àéä D-å úåéè÷ôîå÷ä èôùî íéé÷ .á
ïáåîá úåîìùä éàðú àåä Γ = ∅ íò úåîìùä éàðú ,åðøëæä øáëù éôë ,æà äîìù àéä D íà .äçëåääçëåääçëåä
Γ |= φ éäé .úåéè÷ôîå÷ä èôùî úà D úåîìùî çéëåð úòë .ùìçä ïáåîá äîìù àéä D ïëìå ,ùìçä
éäú .Γ`D φ íéé÷ ,äîìù D-ù ïååéëî .∆ |= φ -ù êë Γ ìù ∆ úéôåñ äöåá÷ úú úîéé÷ù çéëåäì åðéìòå
∆ éäú .Γ ìù íé÷åñô ìù éôåñ øôñî ÷ø òéôåî úàæ äçëåäá .D-á Γ-î φ ìù úîééåñî äçëåä äðåúð
∆-î äçëåä íâ àéä äçëåä äúåà ,äçëåää âùåî úøãâä éôì .úàæ äçëåäá íéòéôåîä Γ é÷åñô úöåá÷

.úåéè÷ôîå÷ä èôùî çëåä êëáå ,∆ |= φ íéé÷ 12.7 úåúåàðä èôùî éôì .∆`D φ ïëìå D-á
φ ÷åñôå Γ íé÷åñô úöåá÷ øåáòù çéððù é"ò äîìù D-ù çéëåð .ùìçä ïáåîá äîìù D-ù çéðð éðùä ïååëá
úéôåñ ∆ äöåá÷-úú ,úåéè÷ôîå÷ä èôùî éôì ,úîéé÷ Γ |= φ -ù ïååéëî .Γ`D φ éë çéëåðå Γ |= φ íéé÷
÷åñô àåä

∧n
i=1 ψi → φ ïëìå ,

∧n
i=1 ψi |= φ ïëì íéé÷ .∆ = {ψ1, . . . , ψn} éäú .∆ |= φ -ù êë Γ ìù
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àåä íâ ïëìù ψ1 → (ψ2 → (. . . → (ψn → φ) . . .) ÷åñôì úéâåìåèåàè ìå÷ù äæ ÷åñô .úéâåì éúéîà
àöð íà .`D ψ1 → (ψ2 → (. . . → (ψn → φ) . . .) íéé÷ ùìçä ïáåîá äîìù D-ù ïååéëî .úéâåì éúéîà
,Γ êåúî íé÷åñô íäù ψ1, . . . , ψn úà äì óéñåð ,ψ1 → (ψ2 → (. . . → (ψn → φ) . . .) ìù äçëåäî
äçëåä ìá÷ð ÷åúéðä ììë úà íéîòô n ψ1 → (ψ2 → (. . . → (ψn → φ) . . .) ÷åñôä ìò ìéòôð êùîäáå

.Γ`D φ ïëìå ,Γ-î φ ìù
÷ñéä úëøòî íåé÷ ìù úåòîùîá äúò ïåãð .äîìù àéäù çéëåðå úîééåñî ÷ñéä úëøòî àéáð êùîäá
.ìãâ ìù úåîìùä èôùîìãâ ìù úåîìùä èôùîìãâ ìù úåîìùä èôùî àåä ,ùìçä ïáåîá äîìù ÷ø àéä íà åìéôàå ,úàæë ÷ñéä úëøòî íåé÷ .úàæë
÷ñéä úëøòîù çéëåð øùàë ïëì .úéáåéç äòéøë àéä D-á íéçéëéä íé÷åñôä úöåá÷ éë ìéòì åðéàø
äéäú úàæå ,úéáåéç äòéøë àéä úéâåì íééúéîàä íé÷åñôä úöåá÷ù íâ êëá çéëåð äîìù àéä úîééåñî
äæî éáéèéàåèðéà øúåé ñçé àåä úåãòä ñçé úàæ äçëåäá .íãå÷ åðàáäù äçëåää ïî äðåùä êëì äçëåä

.D-á ÷åñôä ìù äçëåä àåä úéâåì éúéîà àåä ÷åñôù êëì ãòä ïàë éë ,úîãå÷ä äçëåäá åðéàøù
øùôà ãöéë äàøð .ìãâ ìù úåîìùä éà èôùîìãâ ìù úåîìùä éà èôùîìãâ ìù úåîìùä éà èôùî ìò ïééðòî øåà ìéèî äîìù ÷ñéä úëøòî íåé÷
úåòöîàá N+ íééòáèä íéøôñîä äðáîá íééúéîàä íé÷åñôä ìë úàéöî ìù äîéùîä íò ããåîúäì
ïåùàø øãñî íéñçéä áéùçúá äì úåôöì íéìåëé åðàù øúåéá ä÷æçä ÷ñéää úëøòî .úåçëåää ìù éìëä
íéòáåðä íé÷åñôä ìë úà Γ íé÷åñô úöåá÷î çéëåäì íéìåëé åðà äîìù úëøòîá éë ,äîìù úëøòî àéä
øúåñ äæå ,äðîî òáåð åððéàù ÷åñô íâ Γ íé÷åñô úöåá÷î çéëåäì ìëåð øúåé ä÷æç úëøòîá ïëìå ,äðîî
úåîåéñ÷à úöåá÷î àöð íà ,äîìù ÷ñéä úëøòîá äæ ììëáå ,÷ñéä úëøòî ìëá .úåúåàðä èôùî úà
íé÷åñôä úöåá÷ ,12.7 úåúåàðä èôùî éôì ,æà ,N+-á úåéúéîà ïáåîë ïìåëù ,íéøôñîä úøåúì äòéøë
12.4 éôìå ,N+-á íééúéîàä íé÷åñôä úöåá÷ àéäù ,Th(N+) äöåá÷ä ìù äöåá÷ úú àéä Γ-î íéçéëéä
úöåá÷ ïëì .úéáåéç äòéøë äðéà Th(N+) -ù ãåòá ,úéáåéç äòéøë àéä Γ-î íéçéëéä íé÷åñôä úöåá÷
íééúéîà íäù íé÷åñô íðùé øîåìë ,Th(N+) ìù ùîî úé÷ìç äöåá÷ àéä Γ-î íéçéëéä íé÷åñôä
ìë úà çéëåäì øùôà éà P1–P7 åðàéô úåîåéñ÷àîù ãáìá àìù øîåà äæ .Γ-î íéçéëé íðéàå N+-á
äòéøë äöåá÷ì åðàéô úåîåéñ÷à úà áéçøð íà óà àìà íééòáèä íéøôñîä äðáîá íééúéîàä íé÷åñôä
.íééòáèä íéøôñîä äðáîá íééúéîàä íé÷åñôä ìë úà íäî çéëåäì äéäé øùôà éà íé÷åñô ìù àéäùìë
íééúéîàä íé÷åñôä ìë úà çéëåäì øùôà äðîîù äòéøë àì Γ úåîåéñ÷à úöåá÷ øåçáì øùôàù ïáåîë
åðà äúéà äìàùä éë íòè úøñç àéä úàæë äøéçá ìáà ,Γ = Th(N+) ïåâë íééòáèä íéøôñîä äðáîá
úåîåéñ÷àä ìù úàæë äøéçáå ,íééòáèä íéøôñîä äðáîá íééúéîàä íé÷åñôä íä åìéà àéä íéããåîúî
ïåúð ÷åñô íà òãð àì úàæ äøéçáá éë ,úåîåéñ÷àä ìò äúåà ú÷øåæ àéä àìà úàæ äìàù ìò äðåò äðéà

.àì åà äîåéñ÷à àåä
.äîìù àéäù çéëåðå úîééåñî ÷ñéä úëøòî äúò âéöð

.D0 ÷ñéää úëøòî 12.15÷ñéää úëøòî 12.15÷ñéää úëøòî 12.15
.íéñçéä áéùçú ìù úåéâåìåèåàèä :íéøù÷ä úåîåéñ÷à :úåéâåìä úåîåéñ÷àäúåéâåìä úåîåéñ÷àäúåéâåìä úåîåéñ÷àä

,x-á åúåà íéðîñî åðàù ãéçé éùôåç äðúùî íò äçñåð àéä φ åìà úåîåéñ÷àá :íéúîëä úåîåéñ÷à
.íéðúùî àìì íöò íù øîåìë ,òåá÷ íöò íù àåä t-å

∀xφ(x) → φ(t) èøôä ìà ììëä ïîèøôä ìà ììëä ïîèøôä ìà ììëä ïî
φ(t) → ∃xφ(x) íåé÷ä ìà èøôä ïîíåé÷ä ìà èøôä ïîíåé÷ä ìà èøôä ïî
∀x(x ≈ x), ∀x∀y(x ≈ y → y ≈ x), ∀x∀y∀z(x ≈ y ∧ y ≈ z → x ≈ z) :ïåéååéùä úåîåéñ÷à
∀x∀y(x ≈ y → t(x) ≈ t(y)) ,ãéçé x éùôåç äðúùî íò t íöò íù ìëì

φ(x)-á x øåáò äáöäì øùëä y äðúùî ìëìå ãéçé x éùôåç äðúùî íò φ äçñåð ìëì
∀x∀y(x ≈ y → (φ(x) ↔ φ(y)))
φ, φ → ψ

ψ
÷åúéðä ììë÷åúéðä ììë÷åúéðä ììë :é÷åñô ììë :÷ñéä éììë÷ñéä éììë÷ñéä éììë

:íéúîëä éììë
.φ(x)-áå ψ-á òéôåî åðéàå Γ é÷åñôá òéôåî åðéàù éùéà òåá÷ àåä c åìà íéììë éðùá
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ψ → φ(c)
ψ → ∀xφ(x)

äììëää ììëäììëää ììëäììëää ììë

φ(c) → ψ

∃xφ(x) → ψ
íåé÷ä ììëíåé÷ä ììëíåé÷ä ììë

íé÷åñô íä äìù úåéâåìä úåîåéñ÷àäù çéëåäì åðéìò ÷ñéä úëøòîì áùçéú úàæä úëøòîäù éãë
.äúò úàæ äàøðå ,Γ íé÷åñô úöåá÷ ìëì íéúåàð íä äìù ÷ñéää éììëùå úéâåì íééúéîà

.úéâåì úéúéîà äçñåð àéä íéñçéä áéùçú ìù äéâåìåèåàè ìë øôñá 9.6 èôùî éôì .à
äçëåäì ãåàî äîåã úàæ äçëåä .úéâåì éúéîà àåä ∀xφ(x) → φ(t) ÷åñô ìëù çéëåäì àøå÷ì øéàùð .á
.A |= ∃xφ(x) éë çéëåðå A |= φ(t) éë çéðð .úéâåì éúéîà àåä φ(t) → ∃φ(x) ÷åñô ìëù äúò àéáðù

,9.22 ,íééùôåç íéðúùîì äáöää ìù éèðîñä èôùîä éôì

A(φ(t)) = A(φ(x))[A(t)] (2)

,T àåä (2) ìù ïéîé óâà ìù åëøò íâ åäæ ïëì T àåä (2) ìù ìàîù óâà ìù åëøò åðúçðä éôìù ïååéëî
A(∃xφ(x)) = maxa∈A A(φ(x)) = T ïëìå ,a = A(t) øåáò A(φ(x))[a] = T øîåìë

.úåàð àåä ïëìå äøéøâä éàðú úà íéé÷î ÷åúéðä ììëù ìéòì åðéàø .â
äçëåääå ïåéòøä .äîåã àéä Γ-ì íåé÷ä ììë úåúåàð úçëåäå ,Γ-ì úåàð àåä äììëää ììë éë äúò çéëåð .ã

éë çéëåäì åðéìòå Γ |= φ → ψ(c) éë ïåúð . R(c)
∀xR(x) ÷ñéää ììë úåúåàð ìù ìéòì äçëåäì íéîåã

ìù íéòåá÷ä úà íâ äìéëîä äôùì Γ ìù A ìãåî ìëìù àåä çéëåäì åðéìòù äî ,Γ |= φ → ∀xψ(x)
éàãååá æà A-á éúéîà åðéà φ íà ,äæë A-ì .A |= φ → ∀xψ(x) íéé÷ φ → ∀xψ(x)

àåäù äðáî Aa éäéå ,A ìù åäùìë øáéà a éäé .A |= φ åá äø÷îá äúò ìôèð ïëì .A |= φ → ∀xψ(x)
.Aa |= Γ, φ íâ ïëì A |= Γ, φ -ù ïååéëî .cAa = a -å c úà íâ äìéëî åúôùù êëì èøô A åîë ÷åéãá
äáöää èôùî éôì .Aa |= ψ(c) íéé÷ Aa úôùá àåä φ → ψ(c) ÷åñôäå Γ |= φ → ψ(c) -ù ïååéëî
äìéëî äðéà ψ(x) äçñåðäù ïååéëî .Aa |= ψ(x)[a] íéé÷ cAa = a -ù ïååéëîå ,Aa |= ψ(x)[cAa ] íéé÷
ïëìå A |= ∀xψ(x) íéé÷ A ìù a øáéà ìëì ïåëð äæù ïååéëîå ,A |= ψ(x)[a] íâ íéé÷ c òåá÷ä úà

.A |= φ → ∀xψ(x)
ïåéååéùä úåîåéñ÷à ìù úéâåìä úåéúéîàä úçëåä .ä

úçëåä .úéãééî àéä ∀x(x ≈ x), ∀x∀y(x ≈ y → y ≈ x), ∀x∀y∀z(x ≈ y ∧ y ≈ z → x ≈ z)
φ äçñåð ìëìù äúò çéëåðù äçëåäì ãàî äîåã ∀x∀y(x ≈ y → t(x) ≈ t(y)) ìù úéâåìä úåéúéîàä

÷åñôä φ(x)-á x øåáò äáöäì øùëä y äðúùî ìëìå x ãéçéä éùôåçä äðúùîä íò
ìëì ííà úéâåì éúéîà äæ ÷åñô úîàä úøãâä éôì .úéâåì éúéîà ∀x∀y(x ≈ y → (φ(x) ↔ φ(y)))

íéé÷ a, b ∈ A ìëìå A ÷éôñî äðáî

A(x ≈ y → (φ(x) → φ(y)))[a, b] = T (5)

,æà a = b íà .(5) íéé÷ ïëìå A(x ≈ y)[a, b] = F éë òáåð úåäæä ñçé àåä ≈A -ù êëî æà a 6= b íà
ïëìå ,A(φ(x))[a, b] -ì äååù äæ b = a -ù ïååéëîå ,A(φ(y))[a, b] = A(φ(x)[b, b]) ,äáöää èôùî éôì

.íéé÷ (5)-å A(φ(x) → φ(y))[a, b] = T

áåúëð íâ ïëìå Γ ∪ {φ1, . . . , φn} íå÷îá Γ, φ1, . . . , φn êùîäá áåúëð äáéúëä úà èùôì éãë
.{φ1, . . . , φn} íå÷îá φ1, . . . , φn

ãçé äæ øçà äæá äçëåää é÷åñô úà áåúëð åìà úåàîâåãá .D0-á úåçëåäì úåàîâåã éúù äúò àéáð
.äçëåäá íé÷åñôä ìù íîå÷îì íéøáñää íò

.∀x(R(x) → S(x)) -å ∃xR(x) íé÷åñôä éðùî ∃xS(x) ìù D0-á äçëåä àéä äðåùàøä äîâåãä
∀x(R(x) → S(x)) ïåúð ÷åñô (i)
∀x(R(x) → S(x)) → (R(c) → S(c)) èøôä ìà ììëä åî ,úéâåì äîåéñ÷à (ii)
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R(c) → S(c) ÷åúéðä ììë é"ò (ii)-å (i)-î (iii)
S(c) → ∃xS(x) íåé÷ä ìà èøôä åî ,úéâåì äîåéñ÷à (iv)
(R(c) → S(c)) → ((S(c) → ∃xS(x)) → (R(c) → ∃xS(x))) äéâåìåèåàè ,úéâåì äîåéñ÷à (v)
(S(c) → ∃xS(x)) → (R(c)) → ∃xS(x)) ÷åúéðä ììë é"ò (v)-å (iii)-î (vi)
R(c) → ∃xS(x) ÷åúéðä ììë é"ò (vi)-å (iv)-î (vii)
∃xR(x) → ∃xS(x) íåé÷ä ììë é"ò (vii)-î (viii)
∃xR(x) ïåúð ÷åñô (ix)
∃xS(x) ÷åúéðä ììë é"ò (viii)-å (ix)-î (x)

.∃y∀xR(x, y) → ∀x∃yR(x, y) ìù D0-á äçëåä àéä äéðùä äîâåãä
∀xR(x, d) → R(c, d) èøôä ìà ììëä ïî ,úéâåì äîåéñ÷à (i)
R(c, d) → ∃yR(c, y) íåé÷ä ìà èøôä ïî ,úéâåì äîåéñ÷à (ii)

äéâåìåèåàè ,úéâåì äîåéñ÷à (iii)
(∀xR(x, d) → R(c, d)) → ((R(c, d) → ∃yR(c, y)) → (∀xR(x, d) → ∃yR(c, y)))
(R(c, d) → ∃yR(c, y)) → (∀xR(x, d) → ∃yR(c, y)) ÷åúéðä ììë é"ò (iii)-å (i)-î (iv)
∀xR(x, d) → ∃yR(c, y) ÷åúéðä ììë é"ò (iv)-å (ii)-î (v)
∃y∀xR(x, y) → ∃yR(c, y) íåé÷ä ììë é"ò (v)-î (vi)
∃y∀xR(x, y) → ∀x∃yR(x, y) äììëää ììë é"ò (vi)-î (vii)

.D0-á ¬∃xφ(x) → ∀x¬φ(x) ìù äçëåä àöî .ìéâøú 12.16ìéâøú 12.16ìéâøú 12.16
.φ(c) → ∃xφ(x) -á ìçúä æîø

úåçëåäù àéä èøôá D0 úëøòîä íòå ,ììëá ÷ñéä úåëøòî íò úåéòáä úçà .íéøæâð ÷ñéä éììë 12.17íéøæâð ÷ñéä éììë 12.17íéøæâð ÷ñéä éììë 12.17
àéáð D0 ÷ñéää úëøòîá ùåîéùä ìò ì÷äì éãë .úåëáåñîå úåëåøà ïä ,íéèåùô íéèôùî ìù åìéôà ,ïäá
φ1, . . . , φn íéîééåñî íé÷åñôî äçëåäá øåáòì åðì øùôàî øæâð ÷ñéä ììë .íéøæâð ÷ñéä éììë øôñî ïàë
äæä øáòîä úà úåùòì øùôà D0-áù íéòãåé åðà øùàë ,úàæ øéúîä ììë D0-á ïéàù úåøîì ψ ÷åñôì
ãìù àìà äçëåä åðéà íéøæâð ÷ñéä éììëá íéùîúùî åðà øùàë ìá÷úîù äî êë .íéãòö øôñîá äçëåäá
÷ñéä ììëë ììë ìò íéæéøëî åðà øùàë ïëì .íé÷åñô úôñåä é"ò äçëåäì åúåà íéìùäì øùôàù äçëåä ìù
øôñî ìá÷úîä ÷åñôä éðôì óéñåäì øùôà äæ ììëá ùåîéù ìëáù äçëåäá úàæ äæøëä úååìì åðéìò øæâð
.äçëåäá íé÷åñôî úåùéøãä úà åîéé÷é åéðôì íéôñåðä íé÷åñôä íò ìá÷úîä ÷åñôäù êë íé÷åñô

.D0 ìù øæâð ÷ñéä ììëë àáä ììëä ìò æéøëäì íéìåëé åðà 12.11 øåàì ,ìùîì
φ1, . . . , φn

ψ
.ψ ÷åñôä úà úéâåìåèåàè íéøøåâ φ1, . . . , φn íé÷åñôä øùàë .úéâåìåèåàèä äøéøâä ììëúéâåìåèåàèä äøéøâä ììëúéâåìåèåàèä äøéøâä ììë

.äæ ììë ìù éèøô äø÷î àåä ÷åúéðä ììë

.äæ øæâð ÷ñéä ììëá äá íéùîúùî íà ìéòì åðéàøù äçëåä ìù äéðùä äîâåãä úéàøð ãöéë äàøð
∀xR(x, d) → R(c, d) èøôä ìà ììëä ïî ,úéâåì äîåéñ÷à (i)
R(c, d) → ∃yR(c, y) íåé÷ä ìà èøôä ïî ,úéâåì äîåéñ÷à (ii)
∀xR(x, d) → ∃yR(c, y) úéâåìåèåàèä äøéøâä ììë é"ò (ii)-å (i)-î (v)
∃y∀xR(x, y) → ∃yR(c, y) íåé÷ä ììë é"ò (v)-î (vi)
ìù äøãñä ∃y∀xR(x, y) → ∀x∃yR(x, y) äììëää ììë é"ò (vi)-î (vii)
äçëåäì äúåà íéìùäì ïúéðù åðì øåøá äúåà íéàåø åðà øùàë ìáà ,äçëåä äðéà åììä íé÷åñôä úùîç
é"ò äçëåä úìá÷úî éçëåðä äø÷îáå ,øæâð ÷ñéä ììëá ùåîéù äùòð èá ÷åñôä éðôì íé÷åñô úôñåä é"ò

.(v) éðôì ìéòì äîâåãä ïî (iv)-å (iii) íé÷åñôä éðù úôñåä
.íéøæâð ÷ñéä éììë øôñî ãåò äúò óéñåð

åðà äðîî Γ äöåá÷ä é÷åñôáå φ(x)-á òéôåî åðéà c éùéàä òåá÷ä íà èåùôä äììëää ììë12.18èåùôä äììëää ììë12.18èåùôä äììëää ììë12.18
φ(c)
∀xφ(x)

íéçéëåî

åðà ∀xφ(x) úà φ(c)-î ìá÷ì éãë .c úà äìéëî äðéàùå ÷åñô àéäù éäùìë äéâåìåèåàè τ éäú äçëåääçëåääçëåä
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.íéàáä íé÷åñôä úà φ(c) éøçà íéôéñåî
τ → φ(c) úéâåìåèåàèä äøéøâä ììë é"ò φ(c)-î (i)
τ → ∀xφ(x) äììëää ììë é"ò (i)-î (ii)
∀xφ(x) úéâåìåèåàèä äøéøâä ììë é"ò (ii)-î (iii)

.12.19-á çëåú íúåô÷úå ,íéàáä íä íéôñåð íéøæâð ÷ñéä éììë
Γ äöåá÷ä é÷åñôáå φ(x)-á òéôåî åðéà c éùéàä òåá÷ä íà .íåé÷ä úìéìù ììëíåé÷ä úìéìù ììëíåé÷ä úìéìù ììë

¬φ(c)
¬∃xφ(x)

íéçéëåî åðà äðîî

∀xφ(x)
φ(t)

t òåá÷ íöò íùì .èøôä ìà ììëä ïî ììëèøôä ìà ììëä ïî ììëèøôä ìà ììëä ïî ììë

φ(t)
∃xφ(x)

t òåá÷ íöò íùì .íåé÷ä ìà èøôä ïî ììëíåé÷ä ìà èøôä ïî ììëíåé÷ä ìà èøôä ïî ììë

,èøôä ìà ììëä ïî ììë .á ,íåé÷ä úìéìù ììë .à :íéøæâðä íéììëä ìù úåô÷úä úà çëåä .ìéâøú 12.19ìéâøú 12.19ìéâøú 12.19
.íåé÷ä ìà èøôä ïî ììë .â

.úéâåìåèåàè äøéúñ σ øùàë ,φ(x) → σ -ì ¬φ(x) -î øáòîá ìéçúäì .à :æîø
.àáä èôùîì íé÷å÷æ åðà êë íùìå ,D0 ÷ñéää úëøòî úåîìù úçëåäì ùâéð úòë

.Γ`D0
χ → φ æà Γ, χ`D0

φ íéé÷ χ ÷åñôì íà .÷ñéää èôùî 12.20÷ñéää èôùî 12.20÷ñéää èôùî 12.20
íéçéëé χ → φ -å χ íé÷åñôä æà éë ,éìàéáéøè àåä Γ, χ`D0

φ æà Γ`D0
χ → φ íàù ,êåôää ïååëä

.Γ, χ-î çéëé φ ÷åñôä íâ ,úéâåìåèåàèä äøéøâä ììë éôì ,ïëìå Γ, χ-î
.Γ, χ -î φ úçëåä ìò äéö÷åãðéàá .äçëåääçëåääçëåä

Γ-î çéëé φ íâ .Γ-î çéëé ïëìå ,äéâåìåèåàè àåä φ → (χ → φ) .úéâåì äîåéñ÷à àåä f -ù åà φ ∈ Γ .à
.χ → φ úà úðúåð åìà íé÷åñô ìò ÷åúéðä ììë úìòôäå

.çéëé àåä ïëìå äéâåìåèåàè åäæå φ → φ àåä χ → φ æà .φ = χ .á
íéçéëé χ → (ψ → φ) -å χ → ψ äéö÷åãðéàä úçðä éôì .÷åúéðä ììë é"ò ψ → φ-îå ψ-î ìá÷úî φ .â

÷åñôä .Γ-î çéëé χ → φ ïëìå χ → φ úà úéâåìåèåàè íéøøåâ åìà íé÷åñô éðù .Γ-î
.Γ-î çéëé ïëìå äéâåìåèåàè àåä (χ → (ψ → φ)) → ((χ → ψ) → (χ → φ))

,äììëää ììëá ùåîéù é"ò ψ → ρ(c) ÷åñôä ïî ìá÷úî àåä Γ, χ -î äçëåäáå ,ψ → ∀xρ(x) àåä φ .ã
χ → (ψ → ρ(c)) ÷åñôä äéö÷åãðéàä úçðä éôì .Γ, χ é÷åñôá åà ρ(x)-á åà ψ-á òéôåî åðéà c-ù ïëéä
åðéà c .Γ-î çéëé äæ ÷åñô íâ ïëìå ,χ ∧ ψ → ρ(c) ÷åñôä úà úéâåìåèåàè øøåâ äæ ÷åñô .Γ-î çéëé
.χ ∧ ψ → ∀xρ(x) ÷åñôä úà ïúåð äììëää ììë ïëì .χ ∧ ψ -á òéôåî åðéà àåä ïëìå χ-áå ψ-á òéôåî
.çéëé χ → φ íâ ïëìå ,χ → φ ÷åñôä àåäù ,χ → (ψ → ∀xρ(x)) ÷åñôì úéâåìåèåàè ìå÷ù äæ ÷åñô

äçëåää .ψ-á òéôåî åðéà c-ù ïëéä ,ρ(c) → ψ -î íåé÷ä ììë é"ò ìá÷úî àåäå ∃xρ(x) → ψ àåä φ .ä
.'ã äø÷îá äçëåäì äîåã äæ äø÷îá

.ψ-á éùôåç åðéà x øùàë ,`D0
∀x(φ(x) → ψ) → (∃xφ(x) → ψ) éë çëåä .à .ìéâøú 12.21ìéâøú 12.21ìéâøú 12.21

.÷ñéää èôùîá ùîúùäå ∀x(φ(x) → ψ)`D0
∃xφ(x) → ψ éë çëåä :æîø

.ψ-á éùôåç åðéà x øùàë ,`D0
∀x(φ(x) → ψ) ↔ (∃xφ(x) → ψ) éë çëåä .á

.ψ-á éùôåç åðéà x øùàë ,`D0
∀x(ψ → φ(x)) ↔ (ψ → ∀xφ(x)) éë çëåä .â

ïáåîá äîìù D0 éë çéëåäì åðì éã ,12.14 øåàì ,ïëì åðì òåãé øáë úåéè÷ôîå÷ä èôùîù ïååéëî .12.2212.2212.22
,úåéè÷ôîå÷ä èôùîá ùîúùäì éìáî D0 úåîìù úà çéëåäì íéôéãòîä íéàøå÷ íúåà úáåèì .ùìçä
åðéìò .ùìçä ïáåîá úåîìùä úçëåä ìù ìåãâ àì éåðéù é"ò úàæ úåùòì øùôà ãöéë øúåé øçåàî äàøð
ìùîì ,éäùìë úéâåìåèåàè äøéúñ σ éäú .D0-á çéëé àåä æà úéâåì éúéîà ÷åñô φ íàù çéëåäì ïë íà
φ-ì úéâåìåèåàè ìå÷ù ¬φ → σ -ù ïååéëîå `D0

¬φ → σ æà ¬φ`D0
σ íà ÷ñéää èôùî éôì .ψ∧ 6 ψ

åðì éã D0 ìù äùìçä úåîìùä úà çéëåäì éãë ïëì .`D0
φ ,úéâåìåèåàèä äøéøâä ììëá ùåîéùá ,ïëì

.êëì íéùåøãä íéãòöä úà äúò äùòðå ,¬φ`D0
σ æà |= φ íà éë çéëåäì
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σ úéâåìåèåàè äøéúñ óà íà D ÷ñéä úëøòîá úéèðèñéñðå÷úéèðèñéñðå÷úéèðèñéñðå÷ úàø÷ð íé÷åñô úöåá÷ .äøãâä 12.23äøãâä 12.23äøãâä 12.23
.D-á äðîî äçéëé äðéà

-ù ïååéëî éë ,Γ-î çéëé ,úéâåìåèåàè äøéúñ ìë èøôáå ,φ ÷åñô ìë æà ,úéèðèñéñðå÷ äðéà Γ íà éë øéòð
.Γ`D0

φ úéâåìåèåàèä äøéøâä ììë éôì æà φ úà úéâåìåèåàè øøåâ σ-å Γ`D0
σ

ïàë íéùîúùî åðàù áì íéùì ùéå ,"éá÷ò" åðàø÷ åðàù äîì áåø éô ìò ùîùî consistent éìâðàä çðåîä
.äðåù åäùîì "éèðèñéñðå÷" çðåîá

úéèðèñéñðå÷ Γ, φ íâ æà Γ`D0
φ -å D0-á úéèðèñéñðå÷ Γ íé÷åñô úöåá÷ íà .à .äôñåää úîì 12.24äôñåää úîì 12.24äôñåää úîì 12.24

.D0-á
úéèðèñéñðå÷ Γ, ψ -å Γ, φ úåöåá÷ä úçà úåçôì íâ æà Γ`D0

φ ∨ ψ -å D0-á úéèðèñéñðå÷ Γ íà .á
.D0-á

Γ, φ(c) íâ æà Γ é÷åñôá òéôåî åðéàù éùéà òåá÷ àåä c-å ∃xφ(x) ∈ Γ ,D0-á úéèðèñéñðå÷ Γ íà .â
.D0-á úéèðèñéñðå÷

Γ,¬φ(c) íâ æà Γ é÷åñôá òéôåî åðéàù éùéà òåá÷ àåä c-å ¬∀xφ(x) ∈ Γ ,D0-á úéèðèñéñðå÷ Γ íà .ã
.D0-á úéèðèñéñðå÷

,Γ`D0
φ → σ ÷ñéää èôùî éôì æà ,úéâåìåèåàè äøéúñ σ øùàë ,Γ, φ`D0

σ äéä åìéà .à .äçëåääçëåääçëåä
G`D0

σ ,úéâåìåèåàèä äøéøâä ììë é"ò ,æà σ úà úéâåìåèåàè íéøøåâ φ → σ -å φ-å Γ`D0
φ-ù ïååéëîå

.úéèðèñéñðå÷ Γ-ù åðúçðäì ãåâéðá
ïååéëîå ,Γ`D0

ψ → σ -å Γ`D0
φ → σ ,÷ñéää èôùî éôì,æà Γ, ψ`D0

σ -å Γ, φ`D0
σ äéä åìéà .á

,úéâåìåèåàèä äøéøâä ììë é"ò ,æà σ úà úéâåìåèåàè íéøøåâ ψ → σ -å φ → σ ,φ ∨ ψ-å Γ`D0
φ ∨ ψ-ù

.úéèðèñéñðå÷ Γ-ù åðúçðäì ãåâéðá G`D0
σ

ìù Γ-î D0-á äçëåäî äúò àöð .Γ`D0
φ(c) → σ ÷ñéää èôùî éôì æà Γ, φ(c)`D0

σ äéä åìéà .â
íåé÷ä ììë é"ò φ(c) → σ åîãå÷î ìá÷úî äæ ÷åñô .∃xφ(x) → σ ÷åñôä úà äôåñá óéñåðå φ(c) → σ

øåçáì åðìåëé σ úéâåìåèåàèä äøéúñä úàå ,∃xφ(x)-á òéôåî åðéà íâ ïëìå Γ é÷åñôá òéôåî åðéà c éë
÷åñô .∃xφ(x) → σ ìù Γ-î D0-á äçëåä àéä åðìá÷ù íé÷åñôä úøãñ ïëì .äá òéôåî åðéà c-ù êë
Γ`D0

σ ,úéâåìåèåàèä äøéøâä ììë é"ò ,ïëìå σ úà úéâåìåèåàè íéøøåâ Γ-á àöîðä ∃xφ(x) ÷åñôäå äæ
.úéèðèñéñðå÷ Γ-ù åðúçðäì ãåâéðá

.'â-ì éøîâì äîåã .ã
àìì D0 ÷ñéää úëøòî àéäù ,D1 ÷ñéää úëøòî .ïåéååéù àìì áéùçúá ùìçä ïáåîá úåîìùä 12.25ïåéååéù àìì áéùçúá ùìçä ïáåîá úåîìùä 12.25ïåéååéù àìì áéùçúá ùìçä ïáåîá úåîìùä 12.25

.ïåéååéù àìì íéñçéä áéùçúá ùìçä ïáåîá äîìù àéä ,ïåéååéùä úåîåéñ÷à
.ïåéååéùä úåîåéñ÷ùàá åðùîúùä àì íå÷î íåùá éë D1-ì íâ ïåëð D0 ìò ìéòì øîàðù äî ìë .äçëåääçëåääçëåä
åðéà ¬φ ÷åñôä |=woeq φ -ù êë φ ÷åñô ìëì ííà ùìçä ïáåîá äîìù àéä D1 12.2-á åîë ,ãçåéîá

.ïåéååéù àìì áéùúçá úéâåì éúéîà åúåòîùî |=woek -ù ïëéä .D1-á éèðèñéñðå÷
äìù úîàä õò ïëìå ,äæ áéùçúá úéâåì äøéúñ àéä ¬φ æà ,ïåéååéù àìì áéùçúá úéâåì úéúéîà φ íà
.äøéúñ êëî ìá÷ðù äàøðå ∆1-á úéèðèñéñðå÷ ¬φ éë çéðð .åúìéìùå éãåñé ÷åñô ìéëî åìù äìò ìëå éôåñ
ïîñð 1 ≤ i ≤ n -ì .äìò àåä bn-å õòä ìù ùøåùä àåä b1 øùàë ,äæ õòá b1, . . . , bn óðò äúò äðáð
äàøð .D1-á úéèðèñéñðå÷ Γi éë i ìò äéö÷åãðéàá çéëåðå ,bi ãò b1 íéúîöá íé÷åñôä úöåá÷ úà Γi-á
÷åñô .Γn-á íéàöîð íä ïëìå ,åúìéìùå éîåèà ÷åñô àöîð bn äìòá .äùåøãä äøéúñä úà åðì ïúé äæ éë
úéèðèñéñðå÷ Γn-ù êëì ãåâéðá ,Γn`D1

σ ïëìå ,σ úéâåìåèåàè äøéúñ ìë úéâåìåèåàè íéøøåâ åúìéìùå
.D1-á

-èñéñðå÷ Γi éë i ìò äéö÷åãðéàá çéëåð ìéá÷îáå bi íéúîöä úøãñ úà i ìò äéñøå÷øá úòë øéãâð
.úéèð

bi úîåöá æà i < n øùàë .D1-á úéèðèñéñðå÷ ¬φ åðúçðä éôìå Γ1 = {¬φ} ïëìå õòä ùøåù àåä b1

.úîåöá àöîðä ψ ÷åñôá ìåôéè õòá òöáúî
bi úîåöì ùé æà ¬∃xρ(x) -å ∀xρ(x) ,¬¬χ ,¬(χ → ρ) ,¬(χ ∨ ρ) ,χ ∧ ρ úåøåöä úçà ìòá àåä ψ íà
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äàøðù éôë D1-á Γi-î íéçéëé íäù ,íéðù åà ãçà ÷åñô íéôñåð äæ úîåöá .bi+1-ë òá÷ð åúåàù ãéçé ïá
íééåðîä íéðåùàøä íéø÷îä úòáøàá .D1-á úéèðèñéñðå÷ àéä Γi+1 íâ 'à12.24 äôñåää úîì éôì .ãééî
íä ,úéâåìåèåàèä äøéøâä ììë éôì ,ïëìå ìôåèîä ÷åñôä ïî úéâåìåèåàè íéòáåð íéôñåðä íé÷åñôä ïàë
íù àåä d øùàë ,ρ(d) àåä óñåðä ÷åñôä ∀xρ(x) àåä ìôåèîä ÷åñôä åá äø÷îá .D1-á Γi-î íéçéëé
¬∃xρ(x) àåä ìôåèîä ÷åñôä åá äø÷îá .èøôä ìà ììëä ïî ììë é"ò ∆1-á Γi-î çéëé àåäå ,òåá÷ íöò
äîåéñ÷àäå ¬∃xρ(x) éë D1-á Γi-î çéëé àåäå ,òåá÷ íöò íù àåä d øùàë ,¬ρ(d) àåä óñåðä ÷åñôä

.¬ρ(d) úà úéâåìåèåàè íéøøåâ ρ(d) → ∃xρ(x) úéâåìä
.íéðá éðù bi úîåöì ùé æà ¬(χ ∧ ρ) ,χ → ρ ,χ ∨ ρ úåøåöä úçà ìòá àåä ψ ìôåèîä ÷åñôä íà
íä åìà íé÷åñôå ,ψ2-á åðîñðù ÷åñô óñåð éðùä úîåöáå ψ1-á åðîñðù ãçà ÷åñô óñåð ãçà úîåöá
-å Γi, ψ1 úåöåá÷ä úçà úçà úåçôì 'á12.23 äôñåää úîì éôì .ψ-ì úéâåìåèåàè ìå÷ù ψ1 ∨ ψ2 ù êë
úà äøéàùî Γi-ì åìù ùãçä ÷åñôä úôñåäù bi ìù ïá bi+1-ë òá÷ð .D1-á úéèðèñéñðå÷ àéä Γi, ψ1

.D1-á úéèðèñéñðå÷ äöåá÷ä
òá÷ð åúåàù ãéçé ïá bi úîåöì ùé æà ¬∀xρ(x) -å ∃xρ(x) úåøåöä úçà ìòá àåä ψ ìôåèîä ÷åñôä íà
òéôåî åðéàù éùéà òåá÷ c-ù ïëéä ,¬ρ(c) åà ρ(c) ,äîàúäá ,àåäù ãéçé óñåð ÷åñô ùé ïáá .bi+1-ë

.úéèðèñéñðå÷ àéä Γi+1 íâ 'â12.24 äôñåää úîì éôì .Γi é÷åñôá
ùìçä ïáåîá äîìù àéä D0 ÷ñéää úëøòî .ùìçä ïáåîá D0 ìù úåîìùä 12.26ùìçä ïáåîá D0 ìù úåîìùä 12.26ùìçä ïáåîá D0 ìù úåîìùä 12.26

æà |= φ -ù ïååéëî øôñá 11.31 èôùî éôì .`D0
φ æà |= φ íàù çéëåäì åðéìò .äçëåääçëåääçëåä

äéòåá÷ù äôùá äôéôç ñçé àåä ≈-ù øîåàä ÷åñôä àåä cong≈(φ) -ù ïëéä |=woeq cong≈(φ) → φ

ìë .`D0
cong≈(φ) → φ íâ ïëìå ,`D1

cong≈(φ) → φ ,12.25 éôì ,ïëì .φ-á íéòéôåîä íéòåá÷ä íä
.`D0

φ ìá÷úî úéâåìåèåàèä äøéøâä ììë é"ò ,ïëìå D0-á ïåéååéù úåîåéñ÷à íä cong≈(φ) ìù íéáéëøä
êøãá ,úåéè÷ôîå÷ä èôùî úà çéëåäì íâ êëáå ,D0 ìù úåîìùä úà úåøéùé çéëåäì øùôà .ìéâøú 12.27ìéâøú 12.27ìéâøú 12.27

.äàáä
.úéá÷ò àéä D0-á úéèðèñéñðå÷ äöåá÷ ìë :äàáä äðòèì äìå÷ù D0 ìù úåîìùä éë çëåä .à

.úåéè÷ôîå÷ä èôùî ìù íéçñåðä éðù úåìé÷ù úçëåä úà äàø :æîø
õò íà .úéá÷ò Γ-ù äàøä éôåñðéà õòä íà .äìù ïæåîä úîàä õò úà äðá .íé÷åñô úöåá÷ Γ éäú .á
úéèðèñéñðå÷ Γ íàù êë õòá óðò äðáúù é"ò úéèðèñéñðå÷ äðéà Γ-ù äàøä éôåñ àåä Γ ìù ïæåîä úîàä

.úéèðèñéñðå÷ àéä óðòá íé÷åñôä úôñåúá Γ íâ æà


